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ALGEBRAS DE LIE REDUCTIVAS Y SEMISIMPLES; NUEVAS
CARACTERIZACIONES

G.SALGADOY C. VILLALOBOS-GUILLEN

RESUMEN. Presentamos nuevas caracterizaciones de las dlgebras de Lie se-
misimples y reductivas en términos de la invertibilidad de la imagen, bajo
representaciones irreducibles, del operador de Casimir asociado. En otras
palabras, sea (g, B) un algebra de Lie cuadratica, g es semisimple si, y s6lo
si, para toda representacion irreducible la imagen bajo la representacion del
operador de Casimir asociado es invertible.

1. INTRODUCCION

La idea de estas notas es hacer un recuento (no exhaustivo) de la teoria de las dlgebras
de Lie semisimples y reductivas. Toda élgebra de Lie semisimple es reductiva y hay
dlgebras de Lie reductivas que no son semisimples, por ejemplo, toda dlgebra de Lie
abeliana es reductiva y no es semisimple.

Podemos decir que la teoria cldsica de las dlgebras de Lie es el estudio de las dlgebras
de Lie semisimples y su teoria de representaciones. Sin embargo, suimportancia va mas
alla de esto, las ideas que surgen de la clasificacion de las dlgebras de Lie semisimples
se han extrapolado en muchos sentidos. Ahora se estudian familias de dlgebras y stiper
dlgebras de Lie en términos de sistemas de raices o en términos de relaciones similares
alas que se describen con la matriz de Cartan del 4lgebra de Lie.
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Por otro lado, la familia de édlgebras de Lie reductivas (y por tanto las semisimples)
son los primeros ejemplos de dlgebras de Lie cuadraticas, por lo que se les puede aso-
ciar un Casimir en su dlgebra universal envolvente y por lo mismo, se puede considerar
la imagen del Casimir bajo una representacién del dlgebra. En este sentido el Prof. S.
Benayadi prueba que sila imagen bajo la representacién adjunta del Casimir es invert-
ible en gl(g), entonces el dlgebra es semisimple.

El Teorema de Weyl establece que toda representaciéon de dimensién finita de un
lgebra de Lie semisimple es completamente reducible. La estrategia para demostrar
ésta afirmacioén es como sigue: se prueba primero que si existe un subespacio invari-
ante de codimensién uno, entonces la representaciéon es completamente reducible,
esto es, existe un subespacio complementario invariante de dimensién uno. El caso
general se reduce al caso anterior y se obtiene el resultado enunciado. Para probar el
caso particular se utiliza que laimagen bajo la representacién del Casimir conmuta con
todos los elementos en la imagen de la representacion y por tanto comparten subespa-
cios invariantes. El complemento invariante se propone en términos de la descom-
posicién en subespacios invariantes que se obtiene de la imagen del Casimir.

La idea de este trabajo es combinar las ideas cldsicas de la demostracién del Teo-
rema de Weyl con las ideas de Benayadi para obtener nuevas caracterizaciones de las
algebras de Lie semisimples y reductivas.

2. DEFINICIONES BASICAS Y EL TEOREMA DE WEYL

Sea p: g — gl(V) una representacion fiel de g en V, esto es, Ker(p) = {0}. Entonces
podemos definir B, : g x g — [ mediante

By (x,y) =Tr(p(x) o p(¥))-

Es facil probar que B, es una funciéon bilineal, simétrica e invariante en g, i.e.,
By(lx,y],2) = By (x, [y, z]) para todos x, y, z € g. Cuando B, es no degenerada, para cada
base {x1,..., x,} de g, existe una tnica base {y1,..., y»} de g que satisface: B, (x;,y;) =
6?. Llamaremos a la base {y, ..., y,} la base dual asociada a la base {xy,..., x,}. En este
caso, definimos:

Cpi=Cp(Bp) = Y plxi)op(yi) € gl(V)
i=1
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ylellamamos a C, el operador Casimir de g asociadoa p'y By.

En particular, podemos pensar en p = ad: g — gl(g). La forma bilineal, simétrica e
invariante que resulta se llama la forma de Cartan-Killing de g y la denotaremos por
Ky enlugar de Byg.

Sea g un algebra de Lie que admite una forma bilineal, simétrica, no degenerada e
invariante, B: g x g — F. Entonces el par (g, B) se llamara un algebra de Lie cuadrdtica.

Sea p: g — gl(V) una representacion fiel del dlgebra de Lie cuadratica (g,B) en V.
Entonces podemos asociarle su Casimir:

n
Cp(B):= ) p(xi)op(y;) € gl(V).
i=1
Definicién 2.1. Sea (g,B) un &lgebra de Lie cuadratica. Diremos que tiene Casimir
invertible (con respecto a B) si para toda representacion irreducible p: g — gl(V), se
cumple que C,, (B) es un operador invertible en gl(V).

El siguiente Lema es facil de probar.

Lema 2.2. Sig es un dlgebra de Lie perfecta, i.e., g =[g,9], yp: g — gl(V) es una repre-
sentacién de g en V, entonces p(g) < sl(V). Mds atin, si dimp(V) = 1 entonces, p(x) =0
paratodo x € g.

Proposicién 2.3. Sig un digebra de Lie semisimpley p: g — gl(V) es una representacién
fieldeg enV, entonces

(1) By: g x g — [ es una métrica invariante en g, i.e., (g, Bp) es un dlgebra de Lie
cuadrdtica, donde B, (x,y) = Tr(p(x) o p(¥)),
(2) Tr(Cp(Bp)) = dimg g.

Demostracion. Sea By: g x g — [F definida por B,(x,y) = Tr(p(x) o p(y)). Su radical
Rad(Bp) = {x € g| By(x,y) =0 Vy € g} es un ideal soluble en g, por tanto Rad(B,) = {0}.
Ahora, se elige la base dual {y;} asociada a la base {x;}, para concluir que,

Tr(Cp(Bp)) = Y. Tr(p(xi) o p(yi) = 3. By (i, yi) = dimg g.
i=1 i=1



“algebras-lie” — 2017/9/26 — 17:35 — page 6 — #4

6 G. SALGADO'Y C. VILLALOBOS-GUILLEN

Corolario 2.4. Siademds p es una representacion irreducible de g en V, entonces

dimg g

B,) = Aldy, A=
Co(Bp) v dimg V

Corolario 2.5. Sig es undlgebra de Lie simple, entonces (g, Ky) tiene Casimir invertible.

Demostracién. Sea p: g — gl(V) una representacion irreducible de g en V. Entonces
Bp = uKy, u# 0. Esto claramente implica que C,, (Kg) es invertible siy s6lo si C, (B,) es

invertible ya que uC, (B,) = C,(Ky). Y por el lema anterior C,,(B,) = gin;_gg Idy O

Podemos enunciar ahora:

Teorema 2.6. Sig es un dlgebra de Lie semisimple, entonces (g, Ky) tiene Casimir inver-
tible.

Demostracion. Ver Prop. 2.4 (p. 100) en [5]. O

Teorema 2.7. Si (g, B) un dlgebra de Lie perfecta y cuadrdtica con Casimir invertible
conrespectoaB yp: g — gl(V) es una representacion fiel de g en V, para la cual existe
un subespacio invariante W c V, condimy V = dimp W + 1 y tal que p|w es una repre-
sentacién irreducible de g en W, entonces p es completamente reducible.

Demostracién. Procederemos como en [2] (Ver §6.3, p.28).

Sea C, el Casimir asociado a p. Entonces C,(W) < W y KerC, es un subespacio in-
variante de V. Usando ahora que g es perfecta obtenemos que g actda trivialmente en
V/W, por tanto C, también actia de forma trivial. De esto, se sigue que C,, tiene traza
0 en V/W. Por otro lado, el Lema de Schur garantiza que C,, actia multiplicando por
un escalar en W'y este escalar no puede ser 0, ya que esto implicaria que Try (Cp) = 0.
Por tanto, se sigue que Ker C, es un subespacio invariante de dimension uno de V el
cual intersecta a W en {0}. O

Como una consecuencia directa obtenemos:

Teorema 2.8 (Teorema de Weyl). Sip: g — gl(V) es una representacion del dlgebra de
Lie semisimple g en V, entonces p es completamente reducible.



“algebras-lie” — 2017/9/26 — 17:35 — page 7 — #5

ALGEBRAS DE LIE REDUCTIVAS Y SEMISIMPLES 7

3. ALGEBRAS DE LIE SEMISIMPLES

Sea g un dlgebra de Lie de dimensién finita. Es bien conocido que g puede descom-
ponerse como g = s X Rad(g), donde s denota una subdlgebra de Levi de g, i.e., una
subdlgebra semisimple maximal y Rad(g) es el maximo ideal soluble de g, también lla-
mado el radical de g.

La teoria de las dlgebras de Lie semisimples es muy conocida. (Ver [1], [2], [3], [4]).
Un resumen, no completo, es el siguiente Teorema.

Teorema 3.1. Sea g un dlgebra de Lie de dimension finita. Los siguientes enunciados
son equivalentes:

(1) g essemisimple (i.e., Rad(g) = {0}),

(2) el uinico ideal soluble de g es {0},

(3) el tinico ideal abeliano de g es {0},

(4) la forma de Cartan-Killing de g, Ky es no degenerada, i.e., (g§,Kg) es un dlgebra
de Lie cuadrdtica,

(5) g se descompone como g1 @ --- @ gs, donde cada g; es un ideal simple de g, 1 <
i<s,

(6) sip:g— gl(V) es una representacion de dimensién finita de g en V, entonces p
es completamente reducible,

(7) Cadq(Ky) es invertible.

4. ALGEBRAS DE LIE SEMISIMPLES Y SU CASIMIR

En esta seccion g denotaréd un algebra de Lie de dimensién finita y Ky su forma de
Cartan-Killing. El siguiente resultado es muy conocido:

Teorema 4.1. Si g es un dlgebra de Lie y Ky su forma de Cartan-Killing, entonces g es
semisimple si, y s6lo si, (g, Ky) es un dlgebra de Lie cuadrdtica.

Mads atn, en [1], S. Benayadi ha probado:

Teorema 4.2. Si(g,B) es un digebra de Lie perfecta y cuadrdtica, entonces g es semisim-
ple si, y s6lo si, C,q(B) es invertible.
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Ahora, podemos enunciar el Teorema principal de ésta seccion, el cual claramente
es un generalizacién del resultado anterior.

Teorema 4.3. Si (g, B) es un dlgebra de Lie perfecta y cuadrdtica con Casimir invertible
con respecto a B, entonces g es semisimple.

La demostracién de este Teorema se sigue de la siguiente generalizacién del Teo-
rema de Weyl.

Teorema 4.4. Si (g, B) es un dlgebra de Lie perfecta y cuadrdtica con Casimir invertible
con respecto a B, entonces toda representacién p: g — gl(V) de dimensién finita de g en
V es completamente reducible.

Demostracién. La demostracion de Humphreys en [2] (p. 28) consta de dos pasos. El
primero es probar el caso particular en el que la representacién admite un subespacio
invariante de codimensién uno y que es justamente el enunciado del Teorema 2.7. En
el segundo paso se reduce el enunciado general al caso particular en el que existe un
subespacio invariante de codimensién uno. En ambos casos se utiliza la propiedad
establecida de que la imagen del Casimir bajo una representacién irreducible es un
operador invertible en la imagen de la representacion. (]

5. ALGEBRAS DE LIE REDUCTIVAS

Ahora nos concentraremos en una clase de dlgebras de Lie un poco més amplia: las
dlgebras de Lie reductivas. Un dlgebra de Lie g es reductiva si Z(g) = Rad(g). Notar que
toda dlgebra de Lie semisimple es un dlgebra de Lie reductiva.

Estableceremos algunos resultados ttiles antes de enunciar las nuevas equivalen-
cias para las dlgebras de Lie reductivas.

Sea g < gl(V) una subdlgebra de Lie de gl(V) y sea h un ideal de g. Definamos V) =
{weV |V heb, h(w)=A(h)w}. Entonces

Proposicién 5.1. V) es un subespacio invariante de V y [g,h1(V)) = 0.

Demostracion. La demostracion sigue la demostracion del Teorema de Lie para élge-
bras de Lie solubles.
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Supongamos que V) # {0}. Notemos que V, es invariante bajo la accién de b, en-
tonces paratodo heh
hx(v) =[h,x](v) + xh(v)
(1 = AV + Apx (V)
Basta probar que Ay, ) = 0. Definamos W, = (x(v))} _, para todo n € Ny y note-

mos que x manda Wy en Wj..;. Probaremos, usando induccién matemadtica, que para
todoheh

2 hx™ () = w1+ Apx" (V)

donde w}" ' € Wy,
e Param=1, (2) es cierto ya que (1) se cumple y wg =Apx V-

» Ahora, suponemos que (2) se cumple para m > 1. Luego,
hx™* (v) = (hx) X" (v)
=[h, x]x™ () + xhx™(v)
= wfz;} + A X (W) + (W) + Apx™ ()

= (Wi + A X" ) + x () + A X (),

y entonces basta tomar wZ‘ como w[’Z;]l

Sea n el primer natural tal que W,, = W;,_;. Entonces x(W,—1) € W,, = W,,_; y, por
(2), h(Wy,—1) € W,,_;. Usando (2), obtenemos que:

+ A, X" () + x(w ).

3) Tr(hlw,_,) = ApdimW,_; = Apn

Tenemos ahora que W, es invariante bajo x y h, por tanto, [x, hllw, = [xlw,, hlw,].
Para todo h € b, y usando (3) y [x|w,, hlw,] € sI(W},):

0 =Tr([xlw,, hlw,]) = Tr([x, hllw,) = Ajx,m 1
por tanto, Ay, = 0. O

Los siguientes resultados son bien conocidos (Ver [2], [3], [4]):
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Teorema 5.2. Sea g una subalgebra de gl(V) y sea V un espacio vectorial de dimension
finita. Si g consiste de elementos nilpotentes y V # 0, entonces existe un vector v e V
diferente de cero, tal que x(v) = 0 para todo x € g.

Teorema 5.3. Si g es un dlgebra de Lie, entonces [g,Rad(g)] es un ideal maximal de g
que puede ser representado por elementos nilpotentes para toda representacion de di-
mension finita de g.

Podemos ahora establecer el siguiente resultado.

Proposicién 5.4. Sig es un dlgebra de Lie, entonces para toda representacion de dimen-
sion finita de g existen subespacios invariantes {0} = Voc Vi c Vo, c--- c Vp, =V, tales
que p([Rad(g),g])V; € Vi_y paratodai=1,..., m.

Demostracién. La demostracion es por induccién sobre dim V. Sidim V = 1, entonces
estamos en el caso trivial. Supongamos que para toda representacién p: g — gl(W)
con dimW < dimV la proposicién es valida. Por 5.3 todo elemento de p([Rad(g), g])
es un elemento nilpotente, entonces por 5.2, existe v € V, v # 0 tal que para todo h €
[Rad(g), gl, p(h)v =0.

Definamos V; = {v € V : Yh € [Rad(g),g] p(h)v = 0}. Usando 5.1 obtenemos que
V1 es un subespacio invariante y p([Rad(g),gl) Vi = {0}. Por tanto, si V = V; hemos
terminado. Supongamos que V # V).

Sea W un subespacio complementarioa V; en V,ie, V=Vi,e Wysean: V- W
la proyeccién natural en W con Kerz = V;. Podemos definir una nueva representacion
p': g— gl(V') por p'(x) = 7' p(x)|y7, y concluir que existen subespacios invariantes (por
hipétesis de induccion) {0} = V] ¢ V) c---c V}, = V' tales que p'([Rad(g),gl) V/ < V] |
para todos i =2,..., m.

SeaV;=Vi & Vl.’ y Vo = {0} para todo i = 2,...,m. Como antes, sea 7} la proyecciéon
naturalde V en V; con Kerz; = V/, entonces

p(X)(v1+ ) = p(X) vy + M1 p (X V; +p' (X)v;

para todo i = 2,..,m, x € g and v; + v; € V;. Notemos que p(x)vy,m1p(x)v; € Vi,
o' (x)v; € Vl.’ y p(x)(vy + v;) € V; y por tanto V; es un subespacio invariante. Si x €
[Rad(g), g, p'(x)v; € V/_,, entonces p(x)(v1 + v;) € Vi—1 y p([Rad(g), gD V; < Vi-y. O
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Tenemos los siguientes corolarios:

Corolario 5.5. Si g es un dlgebra de Lie, entonces para todos x € g, y € [Rad(g), g] y para
toda representacion de dimension finita p: g — gl(V), se satisface que p(x) o p(y) y p(¥)
son transformaciones nilpotentes.

Corolario 5.6. Sig es un dlgebrade Liey p: g — gl(V) es una representacion de dimen-
sion finita de g en V, entonces [Rad(g), gl = Rad(B)).

Proposicién 5.7. Sig es un dlgebra de Lie reductiva tal que Z(g) # 0, entonces existe una
representacion fiel p: g — gl(V) deg en 'V tal que B, degenera.

Demostracién. Sea n=dim Z(g),yseasunasubdlgebradeLevide g. Seaa={ay,...,a,}
una base de Z(g). Definamos V = g&[F donde F es el campo base. Definamos la trans-
formacioén lineal p: g — gl(g®F) como:

e p(®@)(f) =0,
e p(s)(g=Is gl
e p(a;)(s)=0,

. playa; =5},
e plajaj =6;.a,- ifi>1,
paratodo ses, geg,i,j=1,..,ny felF
Es facil probar que p es una representacion fiel de g y que a; € Rad(B,). Por tanto
B, degenera. g

Teorema 5.8. Si g es un dlgebra de Lie, entonces g es un dlgebra de Lie reductiva si,
¥y s6lo si, existe una representacion p: g — gl(V) de dimension finita tal que B, es no
degenerada.

Demostracion. Es bien conocido que toda édlgebra de Lie reductiva admite una repre-
sentacién de dimension finita p tal que B, esno degenerada (Ver [4]).

Supongamos ahora que g es un élgebra de Lie y que p: g — gl(V) es una repre-
sentacién de dimension finita tal que B, es no degenerada, entonces por 5.6 obten-
emos [Rad(g), g] = Rad(B,) = 0. Por tanto Rad(g) = Z(g) y Rad(g) = Z(g). O

Podemos establecer ahora:



